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MODÈLE  D’UNIVERS À COURBURE 
NON RIEMANNIENNE

Par  Patrick  MARQUET

INTRODUCTION                                     

Le but de cette théorie est de remodeler les bases conceptuelles physico-
mathématiques qui servent à établir  le modèle cosmologique  du type de 
ROBERTSON-WALKER toujours en vigueur à ce jour.
Nous nous  proposons de généraliser  le cadre de la physique macrocospique 
qui sous-tend le modèle classique ayant en vue  une approche unificatrice 
de la description de l’Univers dans sa globalité.
De quelle généralisation s’agit-il ?
Beaucoup de modèles tenant compte du rayon de courbure variable de 
l’univers en expansion ont été décrits : tous sont essentiellement basés 
sur une géométrie de Riemann en s’affranchissant parfois des hypothèses 
d’homogénéité et d’isotropie de notre Univers à grande échelle.
Nous avons quant à nous préféré choisir une autre voie, en privilégiant 
l’adjonction d’un deuxième type de courbure dans le cadre des quatres 
dimensions classiques d’Espace-Temps.
Un des avantages de cette nouvelle perspective permettrait de globaliser le 
schéma riemannien en réduisant la singularité initiale et la dynamique de 
l’expansion à une irrégularité locale .
Nous aboutissons en outre à la possibilité de réaliser une géométrisation 
totale du système Espace-temps- Energie matière , ce qui impliquerait 
une permanence de notre Univers, évitant ainsi le problème posé de sa 
finalité.

Le plan de cette étude se scinde en quatre parties :

-  Le chapitre  1   est essentiellement consacré à  des  rappels de notions 
classiques.
-  Les chapitres  2    3  et  4  qui constituent  la théorie proprement dite.

Le chapitre  1  couvre ainsi la théorie des variétés différentiables et insiste  
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sur la description des structures à connexions affine et métrique dont la 
connaissance  nous sera ensuite utile pour l’introduction d’une variété 
particulière dans laquelle va s’intégrer notre théorie.

Nous envisageons ensuite au chapitre 2  une extension  asymétrique 
possible de la Relativité Générale, qui constitue au fond une généralisation 
naturelle de la théorie.
Pour ce faire, nous introduisons à côté de la courbure riemannienne usuelle, 
un autre type de courbure,  la courbure dite „segmentaire“ qui est assujettie 
à la variation  covariante (non nulle) du tenseur métrique  g

ab , 
définissant 

ainsi  une variété qui élargit la variété Lorentzienne (M,g).

Nous postulons bien entendu l’absence générale de Torsion .

Nous particularisons ensuite ladite variété en écrivant que la variation 
covariante du tenseur métrique  g

ab
  est proportionnelle à un  4–vecteur, le  

Vecteur de Weyl  dénoté ici   B
a 
, et nous obtenons

 
dans ce cas,

 
 la   Variété 

de Weyl  désignée par  W4 ; 

L’introduction d’un tel 4-vecteur n’est nullement arbitraire : elle se 
déduit naturellement d’une des théories qu’Einstein proposa dès 1923, en  
considérant les coefficients de connexion comme les variables de champs. 
(Théorie purement affine) .
Nous aurons alors défini la Courbure de Weyl qui généralise la courbure 
de rotation riemannienne .

 Au chapitre 3, nous  établissons  ensuite l’ Equation de Weyl :
(Sab)w = 0  

dont le tenseur  antisymétrique (Sab)w doit généraliser le tenseur d’Einstein  
Sab   auquel il se réduit , lorsque Ba s’évanouit dans un domaine local.
Suivant un mode précis de variation du  4-Vecteur de Weyl, on parvient 
alors à une  linéarisation dite « riemannienne » de W4, qui entraine ispo-
facto l’apparition d’une variété conforme.

Sachant que le tenseur des corps macroscopiques qui sert à décrire 
usuellement  notre Univers à grande échelle dans le  cadre riemannien , 
correspond  à  un schéma  « fluide massique  homogène », nous voyons 
que dans le cadre de notre théorie, ce schéma devient un  « fluide de 
type parfait »  (chapitre  4) correspondant à l’apparition d’une métrique 
conforme : le facteur de conformité doit ainsi inclure un terme de pression  
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lié à la densité moyenne de l’Univers par une équation d’état classique .
La variation de ce terme de pression à cette approximation riemannienne 
(qui subsiste même en l’absence de constante cosmologique), se trouve 
alors généralisée précisément par le 4-vecteur de Weyl.
Le  modèle d’Univers non riemannien à courbure de Weyl imposerait 
ainsi un « état confiné » qui se traduirait physiquement à l’ approximation 
riemannienne de notre échelle, par la manifestation d’une pression 
permanente .
La nature de cette «  pression » peut-être alors explicitée par la contribution 
moyenne d’un flux de particules rapides qui baignerait l’Univers tout 
entier.

Une conception récente  étayée  en particulier par la vitesse orbitale 
« anormalement » élevée des étoiles dans les galaxies ainsi que par 
l’accélération « anormale » observée sur la trajectographie des sondes 
interplanétaires  a été présentée par Claude POHER .
Cette théorie, qui prévoit l’existence dans tout l’espace de particules 
énergétiques , les Universons libres , permettrait ainsi d’accréditer les 
conclusions de notre étude.

Le lecteur qui désire approfondir certains domaines se rapportant à l‘aspect 
relativiste de notre sujet, peut se reporter à la bibliographie forcément 
restreinte, citée aux pages 6 et 7.

Enfin, nous aimerions ici rendre hommage à  Monsieur André Lichnérowicz 
(†), professeur au Collège de France, en soulignant l’importance 
prépondérante de ses travaux consacrés aux théories relativistes de la 
gravitation, et à qui nous avons beaucoup emprunté pour la rédaction de 
ce mémoire.

Monsieur Lichnérowicz demeure le grand instigateur de l’Algèbre 
Différentielle  dont la  méthodologie  mathématique a permis une analyse 
particulièrement rigoureuse de la Relativité Générale, ouvrant ainsi la voie 
aux développements contemporains les plus avancés de cette discipline.
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QUELQUES NOTATIONS

Indices

Nous adopterons ici la convention d’Einstein suivant laquelle il y a som-
mation sur tout indice répétés deux fois dans une même expression

4-tenseur ou  4-vecteur  :  indices latins  :    a, b,…  =  1,2,3,4
3-tenseur ou  3-vecteur  :  indices grecs  :    α, β,…  =  1,2,3
Elément  de  4-volume  :    d4x
Elément  de  3-volume  :    d3x
Elément de groupe :  indices latins majuscules :   A, B, …  =  1, 2, 3, 4

Variétés
(M,g)  :  Lorentz
 W4     :  Weyl

Tenseur métrique
                              g   =   g

ab 
θa ⊗ θb                      (base duale)

                              g   =   g
ab 

dxa ∧ dxb                  (coordonnées locales)

Signature de la métrique d’Espace-Temps :
Hyperbolique normale  :  (+ - - - )

Opérations

 Fonction scalaire :     U(xa)
 Dérivée usuelle  :       U,

a 
     ou     ∂

a 
U

 Dérivée covariante :
      Dans  (M,g)  :        ∇

a 
    ou    ;

      Dans  W4     :         D
a     

ou     ‘,

Une-Forme  :            σ
Contraction  :           < σ, X >  =  X σ 

Dérivée de Lie  :    £

   £
x
Y  =  Xb(∂/∂xb) (Ya∂/∂xa) – (Yb∂/∂xb) (Xa∂/∂xa)
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Tenseurs

Symétrisation   :                 A
(ab)   

=  1⁄2
  
!(A

ab
 +  A

ba
)

Antisymétrisation  :            A
[ab]    

=  1⁄2 !(A
ab

 –  A
ba

)
Symbole de Kronecker  :                             δ

ab   
=   (+1  , 

 
si  a = b  ,   0 , si  

a ≠ b )

Tenseur indicateur de Levi-Civita   :            ε
abcd 

      (ε1234  =  0  )
Coefficients de Commutation  :                   D

bc   
=   [e

b
,e

c
]   =  Da

bc 
e

a

Unités

Relativistes  :  (c  =  1)   partout,  sauf constante de Planck  :  h    (dans 
certains cas mentionnée)
Constante cosmologique  :  Λ  =  0
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Chapitre  1 .    Variétés connexes

1.1 Connexion affine

1.1.1 Tenseur de courbure

a) Transport parallèle
     Considérons le transport parallèle d‘un vecteur  V(Aa)  le 
long  d’un parallélogramme fermé infiniment petit, défini dans 
une variété  M  :

Dans un repère général  (e
a
) , les 4  côtés sont repérés par :

dx1, dx1 + δx1 , dx2 + δx2 

posons :     dsab = 1⁄2 (dxaδxb – dxbδxa) c
(élément de surface infinitésimal)  (a =  0, 1 , 2 , 3 ,. n)

Examinons à présent le transport parallèle de V défini en p 
vers p’ :

∂
b
Aa  = - Γa

cb 
Ac    ⇒  (dAa) II  =   - Γa

cb 
Acdxb         (1.1)

p'

p
q

q'δx1

δx2

dx2
dx1
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Les composantes Aa de V  le long du contour fermé  dsab  
sont données par :

     ∆Aa =   - ∫ Γa
cb

Ac dxb ,    ou       ∆A
a
 =    ∫ Γc

ab
A

c 
dxb

Appliquons le théorême de Stokes pour la surface  ∆sab , 
nous obtenons :

∆A
a
  =  1⁄2  [  ∂

b
(Γc

ad
A

c
) -

  
∂

d
(Γc

ab
A

 c 
) ] ∆sbd      (1.2)

 Substituant (1.1) dans (1.2) ,      ΔA
a
    =    1⁄2 [A

c
 Rc

abd
 ]Δsbd

Les quantités    Rc
abd

     sont les composantes d’un tenseur 
du  4ème ordre que nous identifions naturellement  avec  le   
„Tenseur de Courbure “   R

        Rc
adb

     =    ∂ 
b
 Γc

ad
   -   ∂

d
 Γc

ab
  +    Γc

eb
 Γe

ad
   -  Γc

ed
 Γe

ab
     

                    (1.3)

b) Définition générale
Considérons  3 vecteurs   X , Y , Z   définis dans un repère  
(e

a
) , nous pouvons écrire la relation suivante :

Ra
bcd

 Xc Yd Zb   =   (Za;
d
 Yd );

c
 Xb  - (Za;

d
 X d );

c
Yc 

- Za ;
d
 (Yd ;

c
 Xc - X d ;cYc)     (1.4)

qui s’écrit aussi :
R(X,Y)Z =   ∇x(∇yZ) - ∇y(∇xZ) - ∇[X,Y] Z             (1.5)

Contractons maintenant  (1.4 )  avec la 1-Forme   σ :

σ
a
 Xb Xc Xd Ra

bcd
    =    < σ , R(X,Y)Z >        (1.6)   

On peut en déduire la définition générale du tenseur de cour-
bure  :

R   =   Ra
bcd

  e
a
 ⊗ θb ⊗ θc ⊗ θd                (1.7)
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C’est un tenseur de type  (1 
3 
) qui applique l’ensemble ordonné  

(σ ; X,Y,Z )
composé d’une  1-Forme    σ   ,  et de  3 vecteurs     X, Y, Z
 en le nombre réel
                                       < σ , R(X,Y)Z  >

 1.1. 2    2-Forme de courbure

Toujours par rapport à un repère général (e
a
) , il est possible 

d’établir la relation suivante :

< θa , R (e
c
,e

d
) e

b
 >   =   Ra

bcd
           (1.8)

et en posant :
< θa , R(e

c
,e

d
) e

b
 >  =  < θa Ωe

b
 (e

c
,e

d
 )e

e
 >   =   Ωa

b
 (e

c
,e

d
)           

(1.9)
nous aurons défini la  „2-Forme de courbure“   ou encore ap-
pelée :

„Courbure de rotation“.

D’après la définition du produit extérieur de deux 1-Forme , 
nous savons que :

A = B Λ C
a pour composantes :    (B

c
C

d
 – C

d
 B

c
  )  =  ε

 cdab  
Aab

(où   ε
cdab

    est le  tenseur indicateur  de  Levi-Civita )

Appliqué au parallélogramme infinitésimal  défini  par (1.0) , 
nous  obtiendrons pour une base duale :
                       ds cd    =    1⁄2 (θc  Λ θd  )          (1.10)

la  „ 2-Forme de courbure“ peut être alors developpée  sui-
vant l’expression :

Ωa
b
     =   - 1⁄2 Ra

bcd 
 θc Λ θd   =    Ra

bcd
 dscd           (1.11)
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1.1. 3  Expression de la connexion générale

a) Variation du vecteur parallèlement transporté

Considérons à nouveau notre parallélogramme infiniment 
petit, et proposons nous d’évaluer la variation générale du 
vecteur  V  de composantes   Aa   dans un repère   (e

a
) ,  au 

cours d’un transport parallèle  toujours le long de ce contour 
fermé :
à partir de 

(V)²   =   g
ab

Aa Ab

La longueur de ce vecteur subit une variation :

2VdV   =  (dg
ab

) AaAb  +  g
ab

(dAa)I IAb   +  g
ab

Aa (dAb)I I                       
(1.12)

                   =   (dg
ab

  -  Γd
ac

 dxcg
db

 -  Γd
bc

 dxcg
ad

) AaAb  

(en vertu de 1.1)

En tenant compte de la différentielle covariante du tenseur 
métrique   g

ab 
 :

Dg
ab

  =  dg
ab

 - (Γe
ad

g
eb

 + Γe
bd

g
ae

) dxd           (1.13)

On obtient  :
2VdV  =  (Dg

ab
) AaAb               (1.14)

Posons maintenant :

D
c
g

ab
   =    ∂

c
g

ab
 - Γe

ac
g

eb
 - Γe

bc
g

ae
   =    B

ab
,
c
          (1.15)

Nous aurons ainsi à partir de  (1.14) :
2VdV  =  B

ab,c
 AaAbdxc         (1.16)

et le long du contour :

2V ∫ dV  =  ∫∫ (∂
d
B

ab,c 
- ∂

c
B

ab,d
)AaAbdxdδxc

+  2B
ab,c 

Ab(∂
d
Aa)(dxdδxc- δxddxc)   (1.17)
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c’est-à-dire, compte tenu de  (1.1)  :
 

2V ∫ dV   =   ∫∫ B
abcd

 AaAb dscd           (1.18)

en ayant posé :    
B

abcd
    =   ∂

c
B

ab,d 
- ∂

d
B

ab,c  
+ 2Γf

ad
B

fb,c 
- 2Γf

ac
B

fb
,
d
           (1.19)

et         dscd  =   1⁄2(dxcδxd - δxcdxd)                (1.20)

remplaçant  B
ab

,
c
   par   D

c
g

ab
   dans le second membre de  

(1.18) , et en simplifiant, on trouve :

B
abcd

 AaAbdscd      =    2 g
be

 Re
acd

 Aa Ab dscd         (1.21)

où les   Re
acd

  sont les composantes d’un tenseur ayant la 
même forme que  (1.3)

        Re 
acd

    =      ∂
d
Γe 

ac
   - ∂

c
Γe 

ad
   + Γe 

ac
 Γf 

fd
  -  Γf 

ad
 Γe 

fc

La variation  dV   de la longueur d’un vecteur „ parallèlement 
transporté “ le long d’un contour fermé infiniment petit, 
s’exprime finalement par  :

∫ dV   =  (1/V) ∫∫ Rabcd Aa Ab dscd           (1.22)

On voit bien que cette variation se réduit à  (1.18) , et s‘annule 
avec  Dcgab .
Si    Dcgab   ≠   0 ,  il n’est pas possible de définir une unité 
de longueur absolue , en quelque point de la variété générale  
M.

b) Coefficients de connexion
Soit toujours la variété générale  M   rapportée à un repère 
naturel  (ea) ;
Nous pouvons décomposer les coefficients de connexion   Γc

ab
   

de la façon suivante :
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Γc
ab

   =   {c
ab

} +  Kc
ab

  + (Γc
ab

)s              (1.23)

En effet à partir de :
                                Γab,c   =   gceΓeab        (1.24)

la relation(1.13) s’écrit  encore  

Dcg
ab

   =   ∂ c g
ab

  - Γ ac,b - Γ bc,a   =  Bab,c             (1.25)

Permutons dans  (1.25), les indices  a  et  c, puis   b   et  c.
Nous obtenons deux relations analogues  (1.26)  et  (1.27).
Formons  (1.26) + (1.27) - (1.25)  , il vient alors :

Γab,c  =  {ab,c} +  1⁄2 (Tac,b + Tbc,a + Tab,c)
- 1⁄2  (Bac,b  + Bbc,a  – Bab,c)            (1.28)

et en élevant l’indice  c  :

Γcab   =   {cab}  +  1⁄2 gce(Tae,b + Tbe,a  + Tab,e)
–  1⁄2 gce(Bae,b  +  Bbe,a   -  Bab,e)      (1.29)

Tcab      =   gce Tae,b   =    (Γcab  -  Γcba)          (1.30)

constitue la partie antisymétrique de la connexion , et révêle 
la  Torsion  de la variété.

Kcab   =   1⁄2 (Tcab  + Tcab  +  Tcba)          (1.31)

représente le  Tenseur de Contorsion.

Les    {cab}   sont ici les symboles de Christoffel de 2ème 
espèce .

Enfin on a :

(Γcab )S     =   1⁄2 gce (Db gae  +  Da gbe  - De gab)      (1.32)
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Cette dernière expression caractérise une propriété particu-
lière de la variété  générale  M ,  liée à un type de courbure 
spécifique : 

« la   Courbure  Segmentaire . »

Cette  deuxième courbure va jouer un rôle  majeur dans le 
développement de notre théorie. 

1.1. 4  Formules de structure

a) Torsion
Etant donné un repère général  (ea),  et  2 vecteurs
X  et  Y ∈  M , le  Tenseur de Torsion est défini par la relation 
suivante :

T (X , Y )    =     ∇xY  - ∇yX  - [X,Y]           (1.33)

De façon  analogue à  (1.13) , nous pouvons définir la
 2-Forme de Torsion :

T (X , Y)    =    Ωd  (X , Y) ed                (1.34)
où :

 Ω c      =      1⁄2 T c 
ab

 θa Λ θ b            (1.35)

 Avec comme en   (1.10)   et   (1.11) :

Tc
ab

  =  <  θc , T (ea ,eb) >  =   <  θc  , Ω d (ea ,eb) ed  >    (1.36)

C’est-à-dire    :          Ωc  (ea ,eb)            (1.37)

Les   Tc
ab

    coincident avec les  composantes du  „ Tenseur de 
Contorsion “ définies  par   (1.31)

b) Courbure Contractée
A partir de (1.13),  contractons la   2-Forme de courbure :

Ω   =   Ωa a    =  - 1⁄2  Raacd  θc Λ θd   =   - Raacd dscd       (1.38)
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c’est-à-dire : 
Ω    =    - 1⁄2 gab  (Babcd) dscd        (1.39)

en effet : 
Raacd       =     ∂ d  Γaac   -  ∂ c  Γaad        (1.40)

 Et comme d’après  (1.15) :

∂ c gab  =  - gaf  gbk ∂ c g fk  =  -  Γaec geb  -  Γbec gae  -  gaf g bk Bfk,c

on a  :

Ra
acd

    =   - 1⁄2 ∂
d
 (gabB

ab,c
)  +  1⁄2 ∂

c
 (gabB

ab,d
)             

ou

Ra
acd

  =  1⁄2 gab ( ∂cB
ab,d   

- ∂
d
 B

ab,c  
+  Γe

ad
 B

ea,c  
+  Γe

bd
 Bae,c

- Γe
ac

 B
eb,d  

- Γe
bc 

B
ae,d  

)         (1.41) 

 D’autre part, selon   (1.39) ,  nous pouvons écrire  :

B
abcd

 Aa Ab dscd    =     - (V ²/2) Ω        (1.42)

Ainsi la relation  (1.18)  prend la forme  :

∫ dV    =    - 1⁄4 ∫∫  Ω              (1.43)

c) Synthèse des formules de structure
Etant donnée une base générale   (e

a
)  dans une variété  M  , 

il est en général possible d’associer à tout transport parallèle 
d’un vecteur autour d’un contour fermé infinment petit : 
 
-  Une Courbure de  Rotation  :

Ωa
b
   =    - 1⁄2 Ra

bcd
 θc Λ θd       (1.44)

-  Une  Torsion  :
Ωa     =      1⁄2 Ta

cd
  θc Λ θd                 (1.45)
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-  Une Courbure  Segmentaire  :

Ω     =    - 1⁄2 Ra
acd

  θc Λ θd               (1.46)

1.2. Variétés à connexion métrique

1.2.1 Variétés de Riemann

a) Définition
 Une variété de Riemann est complètement déterminée par 
les conditions suivantes :

- Torsion    :                            Ωa      =     0
- Courbure Segmentaire    :   Ω       =     Ωa

a
      =      0

b) Tenseur de Riemann
Dans une base générale  (e

a
) , les composantes des 

coefficients de connexion métrique s’écrivent :

Γc da     =    1⁄2 (Dcda   - gaegcb Dedb  -  gdegcb  Deab)
+  1⁄2 gcb (gab,d  +  gbd,a  -  gda,b)

Les  Deab   sont les  Coefficients de Commutation pour les 
vecteurs repère  (ea):

Dabcea   =     [eb , ec]      ⇒       2Γa[b,c]     =   - Dabc

Après calculs, nous obtenons les composantes du  Tenseur 
de Riemann :
 

Gabgh =  Γahb eg  - Γagb eh - ΓabfDf gh  + Γagf Γf hb - Γahf Γfgb

(1.47)
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rapportées à une base générale  (ea) .
Dans toute la suite de notre étude et sans restreindre  la 
généralité, nous adopterons un repère naturel.
Dans ce dernier cas  : 

Da
bc

 e
a
     =    [∂/∂xb , ∂/∂xc]   =  0   ,

Et   (1.47)  se réduit à :

Gabgh     =     ∂ g {ahb} -  ∂ h {agb} +  {agf }{fhb}  -  {ahf}{fgb}       
(1.47) ‘

où    les  {ahb}   sont encore les  Symboles de Christoffel de  
Seconde Espèce .

(1.47)‘  correspond bien à l’expression générale  (1.3) 
définissant les composantes du tenseur de courbure pour une 
variété à connexion affine.

Rappelons enfin que pour une variété de Riemann de 
dimension   n  ,  il existe    (1/12) n² (n² -1)   composantes 
indépendantes du tenseur    G   .

c) Décomposition du tenseur de Riemann
Afin d’éviter toute confusion possible sur la terminologie à 
venir, rappelons l’expression du Tenseur de Weyl (qui se 
distingue du Vecteur de Weyl) :
Le tenseur de Riemann de composantes (1.47)’ dans une 
base naturelle e

a
  peut être décomposé d’une manière unique 

en :
- Gabcd  =  Cabcd  + 2 / (n-2) (ga[dGc]b + gb[cGd]a)

+ 2 / (n-1) (n-2) Gga [cgd] b       (1.48)

pour une variété lorentzienne.
Les   Cabcd   sont les composantes du Tenseur de Weyl  qui 
s’annule par contraction sur tout couple d’indices.
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En relativité générale, le Tenseur de Weyl est la  partie du 
tenseur de Riemann qui n’est pas affectée par la distribution 
locale de matière.

1.2.2 Variétés conformes

a) Connexion conforme
 Si les longueurs de la variété considérée varient en fonction 
de la contraction ou dilatation  du tenseur métrique , on peut 
définir  la fonction scalaire  U(xa) , telle que :

(gab)’  =  eU gab   ,   (gab)’  =  e-U gab      (1.49)

Dans ce cas, il est possible d’exprimer les coefficients de 
connexion ( Γ )’ en fonction de  Γ  :
(Γcab)’  =  1⁄2 gcd (∂bgda + ∂a gdb +  ∂dgab)
           =  1⁄2 gcde-U [ ∂b(gda eU) + ∂a(gdbeU) - ∂d(gabeU) ] 
           =  Γcab + 1⁄2 gcd[ gda∂bU + gdb∂aU - gab∂dU ]    (1.50)

(Γcab)’  =   Γ cab +  δc(a,U,b) – 1⁄2 gabU’c

De la même façon, la dérivée covariante d’une 1-Forme se 
transforme comme :

           (∇aσb)’  =   ∇aσb -  1⁄2 (U,bσa – U,σb +  gabU’cσ,c)

b) Tenseur de Riemann conforme
Les tenseurs de Riemann de deux variétés munies des mé-
triques  (gab)’ et gab sont reliés par les relations :

(Gdabc)’  =  e-U [Gdabc + 4N[a [b δd]c] ]             (1.51)

avec :
Nab  =  1⁄2 (U’a;b – U’aU,b) +  1⁄4 δab U,eU’e
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c) Tenseur de Ricci
On obtient :

(Gab)’  =  Gab -2Nab - gabNcc              (1.52)

et pour la courbure scalaire :

G’  =  G  - 3U’d;d – 3/2 (U,d U’d)        (1.53)
 
Tenant compte de (1.51) , (1.52) et (1.53), il est facile de voir 
que :

(Cbcde)’  =  (Cbcde)

Le tenseur de Weyl est conformément invariant ;

Un espace à n dimensions (n>3) est « conformément plat », 
si toutes les composantes  Cbcde s’annulent.

d) Tenseur d’Einstein conforme
Toujours sous la même transformation de la métrique, on 
trouve :

(Sab)’ +  Sab + 3/2 (∂aU∂bU -  1⁄2 gabgcd ∂cU∂dU)
– e-U (∇a ∂b eU - gab∇c ∂ceU)     (1.54)

Rappelons également que pour le déterminant des gab on a :

g’ = e4U g   (donc   (√g)’  = e2u √g)
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Chapitre 2 . Extension asymétrique
de la Relativité Générale

2 .1  Postulat fondamental

2.1.1 Connexion particulière

Nous reproduirons ici les éléments de base de la théorie 
purement affine , proposée par A . Einstein , dès 1923.
Celle-ci postule l’existence d’une variété à 4 dimensions 
d’espace-temps, qui généralise la variété de Riemann 
usuelle.
En outre, cette variété est dépourvue de torsion :
Les seules variables sont alors les 40 coefficients de connexion 
affine ayant la forme générale :

 Γabc  =    { abc }  +   (Γabc)s       (2.0)

Les derniers coefficients symétriques  sont donnés par 
(1.32), c’est-à-dire par la « connexion segmentaire » .
            

2.1.2  Equations eulériennes

Les composantes du tenseur de Ricci formées avec les Γabc 
s’écrivent toujours

Rbc  =  ∂a Γabc - ∂
c
Γaba  + Γdbc  Γada -  ΓdbaΓadc         (2.1)

Pour le choix de la fonction d’action , Einstein part de la 
densité invariante formée naturellement de deux tenseurs du 
2ème ordre :
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h  =  RabRab                         (2.2)
avec :

Rab    =  √g Rab

Nous écrirons le principe d’action stationnaire :

δ S  =  ∫ h d4x  =  0                  (2.3)

Pour une variation   δΓabc , on aura donc :

δ S  =  ∫ [ (∂h/∂Γabc)Γabc  + (∂h/∂(∂eΓabc)).δ(∂eΓabc) ] d4x  =  0     
(2.4)

La variation de   h  s’écrit encore :

δ ∫RbcRbc d4x  = ∫[(Rbc∂RbcδΓade)/∂Γade

+ (Rbc∂Rbcδ(∂fΓade))∂/∂(∂fΓade)] d4x  =  0      (2.5)

Intégrant par parties :

δ ∫ [(Rbc∂Rbc/∂Γade)  -  ∂f ((Rbc∂Rbc)/ ∂(∂f Γade) )] δΓade 
+ ∫ ∂f [Rbc∂RbcδΓade/ ∂(∂fΓade)] d4x    =     0         (2.5)’

Si les variations   δΓade  s’annulent à la limite du domaine 
d’intégration, la contribution de la dernière intégrale en 
divergence est nulle.

La condition (2.5) se réduit à :

δ ∫ Rab Rab d4x    =    ∫  [Qabcδ(Γabc)] d4x  =  0         (2.6)

avec
Qabc    =  Rde∂Rde/∂Γabc  - ∂f [ Rde ∂Rde/∂(∂fΓabc) ]        (2.7)

Le principe d’action stationnaire entraîne alors pour Γabc  
symétrique , les équations eulériennes :

 Qa(bc)  =  0                      (2.8)
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2.1.3.  Dérivations du Tenseur de Ricci

D’après l’expression (2.1), calculons les dérivées :

∂Rdf /∂(∂eΓabc)  =    δem δbd δcf δma  -  δef δbd δcm δma       (2 .9)
et 

∂Rdf /∂Γabc   =   δlm δbd δcf Γmlm   +  δmaδb lδcf Γldm                           

- δl
a 
δb

d  
δc

f 
Γm

lf
   -  δm

a
δb

l 
δc

f  
Γl

dm
           (2.10)

substituant à présent dans (2.7) :
Qbca   =   ∂aRbc - δca ∂eRbe - RbcΓmam  –  δfaRdcΓbdf 

+ RbfΓcaf  +  RfcΓbfa   =   Rbc’,a   -  δcaRbe’,e         (2.11)

avec :     Rbc’,a   =   ∂aRbc + Γbea Rec +  Γcea Reb - Γeae Rbc

la condition (2.8)  se traduisant ainsi par :

( Rbc +  Rcb )’,a  - δca Rbe’,e  - δba Rce’,e   =   0             (2.12)

2.2 Variété de Weyl

  2.2.1 Asymétrie du tenseur de Ricci

Il est possible de décomposer  Rbc  en une partie symétrique   
gbc , et une partie antisymétrique   Fbc :

Rbc  =   gbc  +   Fbc                                             (2.13)
Nous poserons :

Jb  =  Fba’,a         (2.14)

En contractant (2 .12)  en c  et  a , on obtient :
gbc ’,c  =    - 5/3 Jb           (2.15)
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A présent si nous substituons (2.15) dans (2.12) , les conditions 
(2.8) s’écrivent  finalement :

gbc ’,a  =  -1/3( δba Jc  +  δcaJb )                  (2.16)

2.2.2 Connexion de Weyl

Afin de pouvoir déterminer la forme précise de la connexion, 
nous allons chercher à expliciter la densité (2.16).
On obtient en divisant par  √g :

∂agbc + gbc∂a Log√g  + Γbeagec + Γceagbe – Γaeagbc

=    -1/3 (δbaJc + δcaJb)              (2.17)

Nous aurons posé :

Ja  =   √g Ja     ,    ga  =   √g ga          et           gab  =  √g gab

d’où en multipliant par  gbc  , et en tenant compte de

gba gca  =  δcb     et de   :    dg  = ggbcdgbc  =  -ggbcdgbc

nous déduisons :
Γ eae  =   ∂aLog√g  +  1/3 Ja           (2.18)

Posons alors :
Ja  =  6 Ba             (2.19)

  
les composantes des coefficients de connexion s’écrivent 
maintenant :

Γeae    =   ∂aLog√g  + 2 Ba           (2.20)

Il est alors facile d’observer que cette dernière connexion n’est 
autre que l’ expression contractée de la connexion particulière 
définie par les coefficients :

(Γbae)    =  { b
ae

}  +   1⁄2 [ δbaBe + δbeBa – gaeBb ]     (2.21)
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Or, nous savons que parmi les structures physiquement 
possibles d’une variété à torsion nulle, il n’existe que 
deux courbures admissibles : la courbure de rotation  et la 
« Courbure segmentaire » dont la connexion a été écrite en 
(1.32) :

(Γbae)s  =  1⁄2 gbc[ Degac + Dagec – Dcgae ]        (2.22)

Les derniers coefficients de (2.21) s’identifient donc aisément 
avec les (Γbae)s que la théorie a posé en (2.0) .
d’où :

B
e
gac  =  - Degac               (2.23)

Nous appelerons « Connexion de Weyl », l’expression 
générale (2.0) :

(Γbae)w  =    {bae}   +  (Γbae)s         (2.24)
              
 avec les (Γb

ea
)s établis maintenant à partir de la connexion 

(2.21) .

La nouvelle variété ainsi pourvue de cette 2ème courbure 
segmentaire particulière, sera appelée « Variété de Weyl » et 
dénotée  W4 dans toute la suite de notre étude.

Sa courbure générale est  « la Courbure de Weyl ».
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Chapitre 3.  Théorie asymétrique
de Weyl

3.1 Equation de Weyl

Nous allons maintenant développer l’appareil mathématique 
de l’extension asymétrique de la Relativité Générale dans le 
cadre de la courbure de Weyl :
Nous nous proposons d’établir  dans  W4  une équation unique  
propre à régir les schémas énergétiques fluide homogène 
neutre, qui sont usuellement appliqués à la description de la 
matière contenue dans notre univers  (tenseur massique des 
corps macroscopiques).

3.1.1 Cas extérieur

a) Tenseur de courbure
A l’aide de l’expression de la connexion générale (1.23) , et 
en supposant l’absence de torsion (Kc

ab
 = 0) , nous pourrons 

former les composantes d’un tenseur de courbure du 4ème 
ordre :

Rcabd  =  ∂
d
 Γc

ab
 - ∂

b
 Γc

ad 
 + Γe 

ab
 Γced  -Γe

ad
 Γc

eb

Celles-ci peuvent alors s’exprimer en fonction des 
composantes du tenseur de Riemann  Gc

abd
   :

Rc
abd 

  =   Gc
abd 

 –  1⁄2δc
a
Bbd  +  1⁄2 (δc

b
∇

d
B

a
 - δc

d
∇

b
 B

a
)

+  1⁄2 (gad∇
b
Bc  - gab∇dBc) +  1⁄4 (g

ab
B

d
 - g

ad
B

b
)Bc 

+  1⁄4(δc
b
g

ad
 - δc

d
g

ab
)BeBe  +  1⁄4(δc

d
B

b
 - δc

b
B

d
)B

a
        (3.0)

où   l‘on a posé  :
Bbd   =   ∂bBd  - ∂dBb



Le modèle d’Univers de Patrick  MARQUET

26

En contractant (3.0) en  c  et  d ,  on en déduit l’expression du 
“ tenseur de Ricci „ :

Rab   =   Rc
abc 

  =   Gab   - 1⁄2(∇bB
a 
 + ∇aBb) – 1⁄2 gab∇cBc

+ 1⁄2 BaBb + gabB
c
Bc + Bab     (3.1)

Contractant à nouveau en   a  et  b :
R    =   gabR

ab

R     =    G  - 3∇
c
Bc - 3/2B

c
Bc            (3.2)                                 

     

b) Extension non symétrique du Tenseur d‘Einstein 

Comme en Géométrie de Riemann, les composantes du 
tenseur de courbure satisfont aux Identités de Bianchi :

Ra[bd ,‘e]   =  0                        (3.3)

(   ‚‘  ) désigne ici la dérivée covariante écrite avec la connexion 
complète   Γe

bd
 

Nous avons en outre les relations de symétrie :

Rc
[abd]

     =      Rc
abd

  +  Rc
adb

  +  Rc
bda

    =   0           (3.4)

Par contre, l’antisymétrie du tenseur  R
abcd

  par rapport aux 
indices   a   et  b  , n’est plus conservée .

De  (3.0) , nous pouvons déduire :
R

abcd
  +  R

bacd
   =  - g

ab
 B

cd               
(3.5)

D’autre part, le tenseur contracté  R
ab

  suivant (3.1) se 
décompose en une partie symétrique et une autre non 
symétrique :

R
ab

  =  R
(ab)

  +  R
[ab]                           

(3.6)

où                 R
[ab]   

=   B
ab                                                  

(3.7)



Le modèle d’Univers de Patrick  MARQUET

27

c) Equation fondamentale
Contractons l’identité de Bianchi (3.3) sur les indices   a  et  e, 
ainsi que sur   d   et   c , après avoir élevé, nous obtenons 

Rce
dc‘,e  

+  Rce
ed‘,c

 +  Rce
ce‘,d

   =  0              (3.8)

En tenant compte de (3.5), on déduit :

Rce
ce‘,d

  +  2Rce
dc‘,e

  -  gceB
ed‘,c    

=   0
ou                                       

[Re(d) - 1⁄2 δe
d
R  -  1⁄2Be

d
 ] ‘, 

e
    =   0               (3.9)

   
Cette dernière expression présente tous les aspects de 
l’annulation d’une divergence  qui traduit ainsi l‘ analogue 
d’une condition de conservation dans la variété de Weyl pour 
le tenseur de composantes :

(Sab)w   =  [R(ab) –  1⁄2(gabR + Bab)]           (3.10)

Dans une variété de  Riemann  (Ba = 0) ,  (3.9) se réduit 
alors à :

 ∇ 
e
  [Ge

d 
 - 1⁄2ge

d
 G]   =   0

qui rend compte du caractère conservatif du Tenseur 
d‘Einstein  
                              Sab   =   Gab - 1⁄2gabG   

Nous pouvons donc admettre que le tenseur du 2ème ordre  
(Sab)w  doit constituer l’extension asymétrique possible du 
tenseur d’Einstein.  Nous appellerons  :

(S
ab

)w    =    0               (3.11) 

L’équation de Weyl sans second membre.
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3.1.2 Cas intérieur
Mettons toutefois en garde contre l’interprétation formelle 
d’une telle équation : l’annulation de la divergence (3.9) 
formée à l’aide des ( ‘, ) , ne traduit plus dans la nouvelle 
variété de Weyl W4 , la condition de conservation du tenseur 
(Sab)w .

a) 4-vecteur de Weyl
Nous appellerons    Ba :  le   4-Vecteur de Weyl .

Les composantes du tenseur de courbure contracté 
s’expriment alors uniquement en fonction de ce vecteur :

Ra
abc

  =  2 Bbc                         (3.12)

Avec la relation (2.23) :              -gab Bc  = Dc gab

l’invariant   Ω  (1.46) s’écrit maintenant simplement :

Ω =  - 2Bbc dxb

^
dxc

b)Transport parallèle
D’après (1.16) par transport parallèle, la longueur du vecteur 
V subit donc un accroissement   dV, tel que :

d(V)²   =  2VdV   =    Bab ,c AaAb     dx c

           =   -Bc gabAaAbdx c  =  V² Bc dx c 

ou                        dV  =  -1/2 VdB

 c’est-à-dire
d(V)²  =  -V² dB            (3 .13)

(avec dB  =  Bc dxc)
En vertu de (3.12) , nous voyons  que la somme des 
accroissements le long d’un contour fermé déterminé par 
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(1.18) sera nulle si  Bc    est le gradient d’une fonction scalaire 
quelconque :    Bc  =  ∂cU(xa)

3.1.3  Variation du vecteur de Weyl

Nous allons  maintenant chercher à évaluer la variation linéaire 
infinitésimale du  4-vecteur  Ba , au point fixe   dx 4  de  W4 :
soit     

B’
a 
  =   B

a
  +  ε

a
   

   
cette variation ,  où   ε

a
   est le  4-vecteur variation linéaire.

En vertu de (3.13), au vecteur  B
a
‘  , correspond l’accroissement  

dV‘  du vecteur V‘ défini par :
(V‘)² =    g

ab
 Aa‘Ab‘        

 tel que :
d(V‘)²   =   -V‘² B

a
‘ dxa‘ 

soit :  
d(V‘)²   =  - V‘² (B

a
  + ε

a
) dxa‘

ou :
d(V‘)²   =  - [V‘² B

a
  + ε

a
V‘²] dxa‘               (3.14)

La forme de  (3.14)  suggère que l’accroissement   d(V‘)²   
résulte de la relation :

V‘²  =   eU V²                                                                              
            

où   U(xa)  est une fonction scalaire et locale.
On a  en effet  :

d(V‘)²    =    eU d(V)²  +  V² eU dU
c’est-à-dire :

d(B‘)²   =    (-eU BaV²  +  V² eU ∂aU) dxa‘              (3.15)

et en identifiant à :
 -[V‘² B

a
  + ε

a
V‘²] dxa‘
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on voit qu’il faut poser :
-ε

a
   =  ∂

a
U

d’où :
δBa   =   -∂aU                    (3.16)

La condition              dxa‘   =   dxa     
implique

(gab)‘  =   eU  gab            (3.17)

La métrique est  alors conforme .

Nous voyons ainsi que la variation infinitésimale du 4-vecteur 
de Weyl  Ba   donnée par la relation  (3.16) au  même 
point d’espace-temps , réduit la connexion de Weyl à une 
connexion riemannienne,  c’est-à-dire à l’annulation de la 
courbure segmentaire.

Toujours suivant la relation  (3.16) , nous dirons que la variété 
riemannienne  (Lorentzienne) , constitue   l‘approximation 
linéaire   d’un schéma plus global dont va rendre compte 
l’équation de Weyl  (3.11).
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Chapitre 4 .  Conséquences de
la courbure de Weyl

4.1  Hydrodynamique dans la Variété de Weyl   

4.1.1 Schéma Fluide neutre homogène

a) Tenseur massique dans (M,g)
Nous rappellerons tout d’abord qu’un fluide homogène neutre 
est caractérisé par un scalaire  que nous   noterons   r   et qui 
est défini comme  une  pseudo densité .

Ce scalaire généralise la densité propre du fluide   ρo   et 
peut inclure  d’autres caractéristiques comme par exemple 
l’énergie interne , la pression , ou la viscosité statique.
La distribution énergétique correspondante est décrite par un 
tenseur dont la forme la plus générale est :

Mab   =    r uaub  -  Πab              (4.0)

De même, le tenseur   Πab  qui est symétrique,  peut être 
représentatif de diverses caractéristiques du fluide, telles que 
la pression interne ou la charge électrique 
Le  4-vecteur   ua  étant unitaire dans  (M,g) , on a :

gab uaub     =    gabuaub     =   1

soit en différentiant :
ub∇a u

b
     =   0               (4.1)                                             

Définissons maintenant le vecteur    Lb   par la relation :
∇a Πa

b
    =     r Lb              (4.2)  

Les conditions de conservation pour   Mab   s’écrivent :
∇a Ma b     =   0



Le modèle d’Univers de Patrick  MARQUET

32

ou 
∇a (r uau

b
)   =   r Lb    

 ∇a (r ua)ub  +  r ua∇a ub =   r Lb        (4.2)‘

Multipliant cette dernière relation par   u b   et tenant compte 
de (4.1), nous obtenons en substituant dans (4.2)‘  et après 
avoir divisé par  r  :

ua∇aub   =   (g
ab 

– u
a
u

b
) La                 (4.3)

soit  :      
*ub    =    habLa        (4.3)‘

( hab  =  g
ab

 - uaub      est le tenseur de projection )
*ub   représente  l‘accélération  des lignes de courant qui 
satisfont au système différentiel  (4.3) .
Ces lignes de courant sont les lignes partout tangentes  au  4-
vecteur vitesse unitaire  uc  .
Lorsque Πab  =  0,  les équations (4.2)  et  (4. 3)‘ s’écrivent :

∇a(r ua)   =   0
ua∇au

b
   =   0              (4.4)

  
Il s’agit là du schéma  dit  matière pure , également appelé  „ 
matière incohérente “ , et où l’on peut prendre  maintenant :  

r    =  ρo

Dans ce cas  (4.4)  exprime que les lignes de courant sont 
des géodésiques de la métrique   ds²   de (M,g).

b) Indice du fluide
Nous allons maintenant envisager un cas particulier important  
qui est celui du schéma ou milieu  holonome.
Par définition , il en est ainsi si   Lb   est le gradient d’une 
fonction scalaire positive   U(xa) ;
Nous poserons  :

Lb    =    1⁄2 ∂bU                          (4.5)
L’équation  (4.3)’  prend la forme  :

*ub   =    1⁄2 hab ∂aU                         (4.6)
Considérons en particulier un   fluide parfait    dans un 
mouvement tel que l’on puisse déduire l’existence d’une 
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équation d’état liant la densité propre et la pression interne   
Pr  :

 ρo‘  =   ρo (Pr) 

Le tenseur  Πab  se réduit à  Pr gab   et    r  =   ρo‘  =  ρo  +  Pr.

La distribution énergétique correspondante s’écrit alors  :
Mab    =    (ρo + Pr) ua ub  -  Pr gab           (4.7) 

et :  
(ρo + Pr) Lb   =  ∇a (Pr ga

b
)

soit :
Lb  =   ∂ bPr /(ρo +  Pr)           (4.8)

Il en résulte que :
U   =  ∫

Pr1
 Pr2 dPr /(ρo +  Pr)            (4.9)

Les lignes de courant du milieu holonome considéré satisfont 
donc au système différentiel :

*ub   =      1⁄2 ha
b
 ∂aU             (4.10)

avec  :     
ua    =    dxa /ds     =   *xa             (4.11)

Ce dernier vecteur est tangent à la courbe   C  de   (M,g), dont 
l’abscisse curviligne est notée       s .
Considérons à présent la fonction    f    à valeurs scalaires  
telle que :

f    =   e U/² √gab *xa *xb                     (4.12)
ou

f ²   =   e U gab *xa *xb                     (4.13)
A  la fonction    f    et   à l’arc de courbe  C ,  joignant  2  points 
fixes   S1  et  S2 de  (M,g), on peut associer l’intégrale :

A     =    ∫
S1

S2 f (xa , *xa) ds              (4.14)

Appliquons lui le principe variationnel :
                              

δ A   =   δ ∫
S1

S2 f (xa , *xa) ds  =  ∫
S1

S2(E b δxb) ds  =  0   (4.15)

Les   E b   représentent les équations d’ Euler  associées à la 
fonction  f   :
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E b  =  (d /ds)(∂ f /∂ xb) -  ∂ f /∂ xb   =    0       (4.16)

Dans ces conditions , nous voyons donc d’après  (4.12), que
f ds   =    ds‘   =   eU/² ds            (4.17)

c’est-à-dire :
(ds²)‘   =   eU  ds²         (4.18)

Dérivons  (4.13) :

f (∂ f / *x b  )  =  eU  gab *xa   ⇒   ∂ f / ∂ *x b  =  e U/²  ds
b
    (4.19)

 ∂ f / ∂ *xb     =    ∂ b eU/²   +   1⁄2 eU/²  ∂ b (gac ua uc)
                    =    ∂ b eU/²    +   e U/² {ab,c} ua  uc       (4.20)

les  {ab,c}   désignent ici les symboles de Christoffel de 
première espèce .
Développons maintenant les composantes   E b  :

        E b    =    (d /ds)(∂ f / ∂ *xb )  -  ∂ f / ∂ *xb

                 =   (d /ds)(e U/² ub)  - e U/² ({ab,c} ua uc)  -  ∂b e U/²
c’est-à-dire :
        E b    =    e U/²  (ua ∂a ub  - {ab,c} ua  uc ) -  ∂a e U/²  ha b

On obtient alors :

E b     =    e U/²  (ua ∇a ub)  -  1⁄2  ∂a U  ha b          (4.21)

A partir de (4.15) ,  pour que   A    soit  alors extrémale , il 
faut et il suffit que :

ua ∇a ub  -  1⁄2  ∂ a U ha b   =   0      (4.22)
(puisque  e U /²   ≠   0 )
Le système différentiel  (4.22)  formellement identique à 
l’expression  (4.6) , caractérise les lignes de courant d’un 
fluide  homogène parfait.
Ces  lignes de courant sont des géodésiques  orientées dans 
le temps de la métrique  conforme à la métrique d‘univers    
ds²     de (M,g) :
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A       =     s‘     =     ∫
ds1

ds2  eU/²  ds
  
Le facteur de conformité   eU/2     représente « l’indice du fluide » 
associé à la métrique conforme

(ds²)’  =  eU  ds²               (4.23)

Le domaine de (M,g) balayé par une métrique « holonome » 
sera ainsi doué de la nouvelle métrique définie par :

(g
ab

)’  =  eU  g
ab

             et           (gab)’  =   e -U gab         (4.24)

puisque nous avons posé par hypothèse  (dxa  )’  =  dxa

Ainsi nous voyons qu’un schéma « fluide homogène parfait » 
(caractérisé par une pression Pr ), entraine immédiatement 
l’émergence d’une métrique conforme, dont le facteur de 
conformité contient l’expression :

U  =   ∫dPr/(Ρr +ρo )          (4.25)

4.1.2  Conséquences physiques de la variation du
4-vecteur Ba

Nous partirons  maintenant de l’équation de Weyl (sans 
second membre) telle que nous l’avons définie en (3.11), et 
nous en déduirons la forme qu’elle revêt suivant les différents 
modes de variation du vecteur de Weyl .

a) Variation finie
 La « linéarisation riemannienne » (3.16)    représente une 
variation infinitésimale finie du
4-vecteur de Weyl Ba : il en résulte donc la réduction de la 
variété W4 à une variété Lorentzienne conforme (M,g)’.
Dans ce cas,  les lignes de courant du fluide homogène décrit 
par le tenseur massique (cas intérieur), satisfont à l’équation 
des géodésiques :
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 *u
a
   =  1⁄2 ∂bUhb

a
                      (4.26)

ou d’une façon équivalente :
(*u

a
)’  =      0                        (4.27)

Dans ces conditions, le tenseur massique correspondant 
s’écrit :

(M
ab

)’  =  ρo (u
a
)’(u

b
)’              (4.28)

et avec lui  l’équation des champs devient :
(Sab)’  =     X (Mab)’                        (4.29)

où  (Sab)’ est le tenseur d’Einstein conforme (1.54) ,  et   X    
est la constante d’Einstein .

Dans ce cas, nous dirons alors qu’il existe une équivalence 
entre l’ équation de Weyl (3.11) sans second membre,  et 
l’équation (4.29) : nous verrons que le choix de la forme de 
(3.11) se justifie à postériori :

b) Variation nulle du 4-vecteur de Weyl
  
Si la variation linéaire du 4-vecteur de Weyl  Ba  est nulle  
(δBa =  0),  c’est-à-dire si Ba demeure partout constant dans 
un domaine (local) de la variété W4 , cette dernière se réduit 
dans cette région, à une variété riemannienne non-conforme, 
et l’équation des champs pour le cas intérieur se réduit à :

Sab  =   X Mab                       (4.30)

c) Annulation du 4-vecteur de Weyl

Toujours dans un domaine précis de W4, si l’on peut annuler 
localement le  4- Vecteur Ba, l’équation de Weyl  se réduit  tout 
simplement à l’équation des champs sans second membre :

Sab  =  0                                (4.31)
c’est-à-dire en l’absence totale de matière , ce que traduit 
bien la cohérence de la forme choisie initialement  en (3.11). 
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Nous voyons ainsi que selon le mode de variation du vecteur 
de Weyl  Ba , apparaissent successivement 3 formes de 
l’équation des champs.

4.2 Interprétation  dans le cadre de la Relativité 
Générale classique

Que pouvons nous conclure au terme de notre étude ?

Les vérifications expérimentales consécutives aux 
observations astronomiques de plus en plus sophistiquées 
ont toutes confirmé la validité de la Théorie d’Einstein telle 
qu’elle fût  publiée en 1916 : 
En particulier, la Relativité Générale a su admirablement 
prédire  la déviation des rayons lumineux au voisinage du 
Soleil et la  précession correcte du périhélie de l’orbite de 
Mercure ;
en dehors de la beauté mathématique de la Théorie, ces deux 
prédictions ont affirmé définitivement les fondements de la 
Physique Relativiste à grande échelle .
Or, on doit supposer que cette physique couronnée de 
succès, se vérifie dans  n’importe quelle   métrique , et c’est 
précisément pourquoi on a pu jusqu’à présent se satisfaire 
des résultats acquis dans la nôtre .
De fait, les équations qui régissent la Relativité Générale 
s’appuient sur une métrique unique (variété fixe), écartant la 
possibilité de sa variation covariante.
Notre physique resterait ainsi confinée dans les  deux cas de 
figure  b) et c),  ignorant le 
cas  a) , ce dernier n’ étant lui-même que la conséquence de  
la théorie à courbure non
riemannienne que nous proposons ici .
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4.2.1 Concordances des vérifications  expérimentales

A l’échelle de l’Univers observable , l’introduction d’une 
variété conforme  ne contredit donc nullement les validations 
relativistes : la nature des résultats  expérimentaux demeure 
identique si ceux-ci sont mesurés dans une métrique 
différente.
A titre d’exemple, prenons le cas du déplacement séculaire 
systématique du périhélie de l’orbite de Mercure :
si   M   est la masse du Soleil créant le champ gravitationnel 
et   m    la  masse de la planète, le déplacement angulaire 
de l’ellipse newtonienne pendant la période de rotation est 
donnée par le terme de correction relativiste :

δφ     =     6 k² m²M² / C²    
soit 43 ’’ d’arc par siècle, en accord avec les mesures 
astronomiques.
où   k   est la constante de Newton, et  C  le moment cinétique 
de Mercure.

On voit que cette correction s’exprime sous la forme d’un 
rapport , c’est dire encore que si l’on adopte  la métrique (g

ab
)’ 

au lieu de g
ab

 , les grandeurs  m , M   et  C  deviendront
m’ , M’  et  C’ : en conséquence de quoi , le rapport   m²M²/C²  
demeurera manifestement constant.
On vérifierait aisément qu’il en est de même pour la déviation 
convexe d’un rayon lumineux sous l’influence du champ de 
gravité du Soleil.

C’est la raison pour laquelle aucune altération de ces résultats 
qui serait due à notre hypothèse, n’a pu être mise en évidence 
.
Les conséquences de la Relativité Générale Riemanniene sont 
à notre échelle, toujours compatibles avec les conclusions de 
notre étude .
Pour une métrique donnée (celle que nous adoptons dans 
nos équations),  le facteur de conformité  se traduit  donc pour 
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nous, par un aspect physique que nous avons jusqu’à présent 
négligé, à savoir l’équivalent d’une pression permanente .

Considérant  encore comme en cosmologie relativiste 
usuelle, les vitesses des masses de l’Univers comme petites 
en comparaison de la vitesse de la lumière, on tire encore de 
l’expression  (4.7) :

M    =    (ρ
o 
+ P

r
) -  3 P

r

où  la pression  P
r 
,
 
contrairement aux modèles cosmologiques 

standards, n’est plus ici négligeable.

In finé, dans le cadre d’une courbure généralisée, notre 
modèle aboutit à une conclusion très générale :
L’énergie pondérable (Matière-Energie) familièrement perçue 
à notre échelle technologique cosmique, est en quelque sorte 
«contenue» dans le vecteur de Weyl  par l’intermédiaire de 
l’expression  Bab de l’équation de Weyl.

C’est bien en fin de compte ce vecteur qui «géométrise» 
toute la phénoménologie de l’Univers à très grande échelle,  
état dont nous n’avions peut être jamais perçu la globalité 
en n’appréhendant que sa partie  linéaire  (approximation  
riemannienne) .

4.2.2  Implication physique de la courbure de Weyl dans la 
perspective de la théorie des   Universons  proposée par 
Claude POHER 
Un modèle cosmologique à courbure de Weyl peut-être donc 
développé à partir des éléments précités .
La dynamique de son expansion ainsi que sa singularité 
initiale, ne constitueraient  plus à cet égard que des 
irrégularités « locales » perçues exclusivement à notre échelle 
« Riemannienne ».
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De la même façon, pourrait on éviter le problème posé de sa 
finalité qui deviendrait du même coup irrelevant.

Une telle généralisation n’est réalisable qu’en introduisant le  
4-Vecteur de Weyl  Ba  dont la signification physique vient 
d’être dégagée dans le cadre riemannien .

En nous reportons à l’expression du facteur de conformité    
eU  pour l’indice du fluide,  l’expression U  établie en (4.9) 
intègre un terme de pression lié à la densité du fluide qui 
constitue notre Univers.
Ainsi que nous l’avons vu, il est alors loisible de considérer 
le 4-vecteur de Weyl  Ba  comme introduisant ipso facto  un 
terme de pression généralisé dans sa géométrisation du 
tenseur Energie-Impulsion  et ce terme est inhérent à la 
variété W4  .

La variété de Weyl serait en quelque sorte caractérisée 
par un état  géométrique « confiné » que l’approximation 
riemannienne restitue à notre échelle, sous la forme d’ 
une pression  physique permanente , qui baignerait tout 
l’Univers.

Il est alors tout-à-fait intéressant de lier cette « pression » 
cosmique à une contribution macroscopique du flux moyen d’ 
Universons  en interaction avec la densité de matière , dans 
le cadre de l’approximation riemannienne de notre théorie.

Les éléments de structure d’un nouveau modèle cosmologique 
que nous avons proposé ici,  semblent en tout cas militer 
en faveur de la thèse développée  et soutenue par Claude 
POHER.

P.Marquet 
Décembre 2003
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